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«Мышление начинается с удивления» – 
заметил 2500 лет назад Аристотель.

Наш современник Сухомлинский счи-
тал, что «Чувство удивления – могучий ис-
точник желания знать: от удивления к зна-
ниям – один шаг».

Многие люди считают математику сухой и 
неинтересной наукой, которую сложно понять 
и часто задают вопрос преподавателю: «Зачем 
нужна математика?». С постановкой такого 
вопроса я не согласен. Мне всегда нравилось 
узнавать что-то новое и интересное, и когда я 
услышал на уроке геометрии, что существуют 
теоремы, которые до сих пор не доказаны, то 
решил посмотреть в интернете, что это за тео-
ремы. Так, я в первые узнал о теореме о четы-
рех красках и решил изучить ее подробнее и 
узнать где ее можно применить в жизни. 

Проблема исследования: рассмотреть 
задачи, которые можно решить, применяя 
теорему о четырех красках.

Цель проекта – рассмотреть практиче-
ское применение теоремы о четырех красках.

Объект исследования – теорема о четы-
рех красках.

Предмет исследования – задачи, решае-
мые с помощью теоремы о четырех красках 

Задачи исследования 
1. Изучить историю возникновения про-

блемы четырех красках, ее практическое 
применение.

2. Рассмотреть задачи, решенные с по-
мощью теоремы о четырех красках.

3. Подобрать и решить задачи с помо-
щью теоремы о четырех красках.

4. Изготовить наглядные пособия, при-
меняя теорему о четырех красках 

Основная часть
В 1852 году при раскрашивании карты 

Британии студент Френсис Гутри выдвинул 
гипотезу: что любую карту можно раскра-
сить четырьмя цветами, при условии, что-
бы никакие две смежные области (имеющие 
общую границу) не оказались окрашенны-
ми в один и тот же цвет, Проблема возникла 
в том, чтобы решить, верна ли гипотеза!

Сам доказать ее он не смог. Тогда он пе-
редал ее через своего брата, тоже студента, 
известному английскому математику Авгу-
сту Де Моргану. Так эта проблема дошла до 
математической общественности. И лишь 
после ее точной формулировки, другим ан-
глийским математиком Артуром Кэли Год 
(1878) стал считаться годом рождения про-
блемы четырех красок.

Ее доказательство длилось более ста лет. 
В этот период была основана новая ветвь в 
математики – Топология. Которая изучает в 
частности – свойства геометрических фи-
гур, которые остаются неизменными при 
непрерывных деформациях. Было найде-
но решение этой задачи для карт, располо-
женных на поверхностях сложной формы. 
Также было найдено верное доказательство 
того, что для любой карты достаточно пяти 
цветов; были обнаружены характерные 
свойства карт, для раскраски которых доста-
точно всего двух или трех красок, но сама 
задача так и не поддавалась доказательству. 
Ее неприступность объяснялась тем, что 
с ростом числа рассматриваемых стран на 
карте, лавинообразно росло число вариан-
тов их раскраски, что затрудняло проверить 
правильность решения. Слишком большой 
был объем. И лишь в 1976 Кеннет Аппель и 
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Вольфганг Хакен из Иллинойского универ-
ситета смогли доказать гипотезу. На помощь 
математикам пришли Компьютеры.

Задача о четырех красках стала первой 
задачей в доказательстве которой приме-
нили неклассическое доказательство (было 
рассмотрено 1936 карт, 400 страниц вы-
числений). В честь такого события, Почтой 
США была выпущена Марка с фразой «Че-
тырех цветов достаточно».

И, т.к. классического ее доказательства 
до сих пор еще нет (доказано пока для 41 
страны), то она попала в число семи мате-
матических задач тысячелетия, за решение 
которых Институт Клэя предлагает приз в 1 
млн долларов.

Практическая часть
Эта история побудила меня поставить пе-

ред собой вопрос: «А смогу ли я раскрасить 
карту четырьмя красками, да так, чтобы ни 
одна из примыкающих соседних к ней обла-
стей не имела один и тот же цвет?» (с поправ-
кой: точка их соприкосновения не считается 
общей границей). Раскрашивая карту Мо-
сковской области, состоящей из 41 области, я 
сначала раскрашивал ее в произвольной фор-
ме, без какой-либо системы. И каждый раз я 
терпел неудачу. Тогда я решил начать с лю-
бой области и вокруг нее по часовой стрел-
ке раскрашивал соседние смежные области 
(области с общей границей), так каждый раз 
расширяя круг на новые области. И у меня 
получилось (см. Приложение 1).

Но этого мало для такого утверждения. 
Мне предстоит рассмотреть и другие ва-
рианты карт. Проанализировав свои рас-
краски, я заметил, что каждый раз я рас-
крашивал область, состоящую из четырех 
областей, каждая из которых примыкала к 
трем другим. Иначе можно сказать, что они 
смежные (Область, непосредственно при-
мыкающая к границе других областей, на-
зывают смежной)

Пример на рисунке:

Еще одно наблюдение я сделал, раскра-
шивая карту, это то, что двух, трех красок 
мне было недостаточно для моего условия 
задачи, пяти красок было вполне достаточно. 

Но вопрос стоял о четырех красках. 
Перед собой я поставил следующую за-

дачу: Сколько стран могут коснуться друг 

друга напрямую, чтобы все страны имели 
общие смежные границы? И, сколько потре-
буется красок для их раскраски? «Форма» 
стран может отличаться от приведенных 
примеров, страны взаимосмежны.

1 вариант: две страны могут коснуться 
друг друга напрямую. Очевидно, что нам 
нужны 2 цвета.

Есть ровно 2 возможности, когда 1 или 
2 страны расположены на внешней границе. 

  

2 вариант: 3 страны могут коснуться на-
прямую и сходящиеся в одной точке.

Поскольку у всех стран есть 2 соседние 
страны, нам нужно 3 цвета.

Существует 3 различных варианта, где на 
внешней границе расположены 1, 2 или 3 страны.

    

 

3 вариант: также возможно, что 4 стра-
ны, сходящиеся в одной точк; в этом случае 
потребуется 2 цвета, но осталось только 2 
варианта. Поскольку каждая страна имеет 3 
соседние страны, нам нужно 4 цвета.
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Отвечая на вопрос сколько стран напрямую 

примыкают друг к другу (т.е. каждая страна 
имеет общую границу с другими), я могу отве-
тить, что максимальное число таких стран – 4.

 А вот дальше для красок следовала зако-
номерность: (рис. а) для n четных разбиений 
хватало 3 красок (это для карт, образован-
ных двумя концентрических окружностя-
ми) И для карт с нечетным числом стран 
сходящимися в одной точке, для n нечетных 
разбиений (рис. б) 4 красок (для карт, обра-
зованных двумя концентрическими окруж-
ностями). Здесь хочу отметить что для карт 
с четным числом стран (сходящимися в од-
ной точке) 4 и больше всегда 2 цвета 

 Мой вывод следующий: Раскрашивая 
карты с различным числом смежных стран, 
будут встречаться преимущественно 2-х, 
3-х цветные. Иногда понадобиться 4-й цвет. 
А пятый -никогда.

Чтобы двигаться дальше мне потребова-
лось некоторые уточнения в формулировках 
терминов, т. к. Рассматриваемая теорема о 
четырех красках относится к новой ветви 
математики – Топологии, то некоторые ма-
тематические понятия надо уточнить: что 
называют картой в топологии 

Определение: картой называется некая 
область на плоскости образованная разби-
ением ее на части (называемые странами) 
регулярным образом примыкающих друг к 
другу и имеющие границы.

Далее, изменив форму карты, я хотел от-
ветить на вопрос: как повлияет изменение 
формы карты на ее раскраску?

Мой вывод следующий – для задачи рас-
крашивания карты неважно, какими являют-
ся границы стран, прямыми или нет. Карту 
можно немного растягивать, сжимать, ис-
кривлять стороны, и при этом число красок, 
необходимых для ее правильного раскраши-
вания, не изменится. На рисунке показана 
многоугольная карта и карта, полученная из 
нее искривлением сторон. В моем случае, 
везде потребуется 3 краски. Форма наших 
карт, не влияет на раскраску. 

 Экспериментируя с раскрасками, я нат-
кнулся на следующий вопрос : а если некую 
карту разделить прямой, то что в результате 
получится, сколько красок потребуется -в 
данном случае ответ очевиден: потребуется 
два цвета, а, если несколькими пересекаю-
щимися прямыми, что получится, и сколько 
цветов для ее раскраски потребуется?

 Док-во: Предположим: Всякую карту, 
образованную прямыми, можно раскрасить 
в два цвета. Ясно, что карту, образованную 
одной прямой можно раскрасить в два цвета 
(рис. 2,а). Докажем, что если карта, образо-
ванная прямыми, раскрашена в два цвета, то 
карта, полученная из нее добавлением но-
вой прямой также может быть раскрашена 
в два цвета (рис. 2,б). Действительно, новая 
прямая делит раскрашенную карту на две 
карты, каждая из которых раскрашена в два 
цвета. Причем к самой прямой примыкают 
пары областей, закрашенные в один цвет. 
Перекрасим одну из карт-половинок (без-
различно, какую именно), изменив цвет каж-
дой области на противоположный. Получим 
раскраску в два цвета всей карты (рис. 2,в). 
Поскольку любую карту, образованную пря-
мыми можно получить последовательным 
добавлением прямых, то всякая такая карта 
может быть раскрашена в два цвета 

Это есть Теорема о двух красках.

 Дальше я рассмотрел вариант для двух, 
трех пересекающихся окружностей. Дока-
жем, что любую карту, образованную окруж-
ностями можно раскрасить двумя цветами:

Окр.1 и Окр.2 есть замкнутые карты. При 
пересечении Окр.1 окружностью Окр.2, Окр.2 
делит Окр.1 на две карты, линией пересечения 
является граница Окр.2. Очевидно, что карту 
Окр.1 можно раскрасить в два цвета.
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Также можно сказать и про карту Окр.2, 

что Окр.1 делит Окр.2 на две карты, линией 
пересечения является граница Окр.1 и очевид-
но которую тоже можно раскрасить в два цвета.

В результате пересечения окружностей 
Окр.1 и Окр.2, мы получили три замкнутые 
области область- 1 Окр.1, общую область-2 
Окр.1 и Окр.2, и область-3 Окр.2, которые 
можно раскрасить двумя цветами (напри-
мер, красный и синий) следующим образом: 
область-1 Окр.1 в красный цвет, общую об-
ласть-2 зеркально в синий цвет, область-3 
Окр.2 зеркально в красный цвет.

Таким образом, мы получили карту, об-
разованную двумя окружностями, раскра-
шенную двумя цветами.

Рассмотрим теперь карту, образованную 
тремя взаимно пересекающимися окружно-
стями: Окр.1, Окр.2, и Окр.3. Окр.3 разде-
лила карту1 полученную пересечением двух 
окружностей (Окр.1 и Окр.2) на две части. 
На рисунке видно, что Окр.3 пересекла об-
ласти 1. 2. 3. принадлежащие первой карте. И 
разделила их на две части. В результате обра-
зовались области 4 .5 .6. А вот про область 7 
можно сказать, что она получилась в резуль-
тате пересечения первой карты с Окр.3.

В результате я получил вторую карту, 
образованную взаимным пересечение трех 
окружностей. Осталось раскрасить ее при-
меняя зеркальный способ в два цвета.

И вновь, все области раскрашены в раз-
ные цвета.

Так же в рассматриваемых случаях для 
карт, образованных последовательно до-
бавлением четвертой, пятой окружности, 
в результате каждый раз новая окружность 
делит карту на две части и после зеркаль-
ного раскрашивания в два цвета, получаем 
новую карту, мы видим, что такую карту 
всегда можно раскрасить в два цвета. 

Отсюда можно сказать, что любую кар-
ту, образованную n- окружностями можно 
раскрасить двумя цветами.

Используя вопрос о том, какие свой-
ства прямых и окружностей, доказанных 
выше, используются при раскрашивании 
карт двумя цветами, можно ответить на 
вопрос: можно ли раскрасить двумя цве-
тами карту образованную а) параболами, 
б) эллипсами 

Мой ответ да и для парабол, и для эл-
липсов. Т. к. при раскрашивании карт двумя 
цветами используются свойства: прямые и 
окружности делят карту (плоскость) на две 
части, такую карту можно раскрасить двумя 
цветами применяя так называемый зеркаль-
ный способ раскраски. Это свойство выпол-
няется и для парабол, и для эллипсов. Откуда 
следует, что карту, образованную этими фи-
гурами, можно раскрасить в два цвета. Двух 
красок достаточно для раскрашивания кар-
ты, образованной либо линиями, идущими от 
одного края листа до другого, либо замкну-
тыми кривыми. Проведя еще одну кривую, 
пересекающую всю карту от одного ее края 
до другого, мы должны, как и прежде, изме-
нить все цвета по одну сторону от кривой на 
противоположные. Если вновь проведенная 
кривая замкнута, то изменить нужно окра-
ску всех областей, попавших внутрь кривой, 
или, если угодно, всех областей, оказавших-
ся снаружи. Замкнутые кривые могут иметь 
и точки самопересечения, но в этом случае 
перекрашивание областей более сложное.

А вот вариант с пересекающимися 
окружностями, содержащими хорды, пока-
зал практически, что в этом случае доста-
точно 3 цветов. На плоскости нарисовано n 
окружностей. В каждой окружности прове-
дено по хорде так, что хорды двух окруж-
ностей имеют между собой самое большое 
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одну общую точку. На рисунке показано, 
что получившуюся карту всегда можно рас-
красить тремя красками так, чтобы любые 
две области, имеющие общий участок гра-
ницы, были раскрашены в разные цвета.

Раз у меня получилось раскрасить гео-
графическую карту минимальным числом 
красок, возник вопрос, про раскраску гео-
метрических фигур. Сколько цветов хватит 
для раскраски карт, состоящих из много-
угольников. Как было сказано ранее, что 
определение многоугольника в топологии 
не отличается от геометрического определе-
ния, отличается лишь названием: стороны- 
это границы, вершина – это точка в которой 
сходятся границы, геометрическая фигура – 
это страна, множество стран, примыкаю-
щих друг другу – это карта.

Сначала, я рассмотрел такие карты на 
плоскости, потом усложнил задачу, рас-
смотрев карты, образованные правильными 
многогранниками.

Используя уже имеющиеся знания о рас-
краске карт, я попробовал рассмотреть бо-
лее сложные карты, составленные из много-
угольников, заполняющих всю плоскость. 
Как и раньше требуется, чтобы любые два 
многоугольника или не имели общих точек, 
или имели общие вершины, или имели об-
щие стороны.

Примеры таких карт дают паркеты, неко-
торые из которых представлены на рисунке 

Раскрашивая эти карты, я придерживал-
ся следующего моего вывода: для того что-
бы определить сколько цветов для раскра-
ски потребуется, надо определить (просто 
посчитать) сколько областей-стран примы-
кают друг к другу, имея смежные границы. 
Для этого надо найти любую вершину вну-
три карты и посчитать, сколько стран под-
ходит к ней.

И вот, что получилось: первая карта – 
это в общем виде шахматная карта. Она по-
лучена путем разбиения ее прямыми линия-
ми от начала и до конца (это теорема о двух 
красках). И для нее потребуется две краски.

Вторая карта тоже образована пересе-
чением прямых от начала и до конца. И по 
теореме о двух краска эта карта раскраши-
вается двумя цветами.

В третьей карте я нашел страны примы-
кающие друг к другу, сходящиеся в одной 
вершине, их три, следовательно, для раскра-
ски понадобится три краски.

Ну и наконец, я перешел к многогран-
никам: вопрос стоит тот же: сколько цве-
тов для раскраски потребуется для каждого 
многогранника?

На рисунке показаны карты, образован-
ные поверхностями правильных многогран-
ников: тетраэдра, куба(гексаэдр), октаэдра, 
икосаэдра и додекаэдра. Это их греческое 
наименование по числу граней. 

Поверхность многогранника можно 
рассматривать как карту, странами которой 
являются грани многогранника, а граница-
ми – его ребра. Существует только пять пра-
вильных многогранников. 

 Многогранник называется топологиче-
ски правильным, если его гранями являют-
ся многоугольники с одним и тем же числом 
сторон и в каждой вершине сходится одина-
ковое число граней.

Для ответа на поставленный вопрос, мне 
пришлось изучить каждый многогранник: 
из каких фигур они состоят, сколько гра-
ней (стран), сколько ребер (границ), сколько 
вершин.

Тетраэдр: 4 грани (страны), 6 ребер (гра-
ниц), 4 вершины, число ребер (границ) при 
вершине 3, число сторон у грани 3.

Куб (гексаэдр): 6 граней (стран), 12 ре-
бер (границ), 8 вершин, число ребер (гра-
ниц) при вершине 3, число сторон у грани 4.

Октаэдр: 8 граней (стран), 12 ребер (гра-
ниц), 6 вершин, число ребер (границ) при 
вершине 4, число сторон у грани 3.

Икосаэдр: 20 граней (стран), 30 ребер 
(границ), 12 вершин, число ребер (границ) 
при вершине 5, число сторон у грани 3.

Додекаэдр: 12 граней (стран), 30 ребер 
(границ), 20 вершин, число ребер (границ) 
при вершине 3, число сторон у грани 5.
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Т.к в топологии все фигуры можно рассма-

тривать как карту, состоящую из стран при-
мыкающих друг к другу, карты на плоскости 
и в пространстве эквивалентны(идентичны) 
и изменение формы границ не влияет на рас 
краску, я перенес карту многогранника на 
плоскость сначала в виде таблиц: и рассма-
тривал их как карту.

Сплошной цвет в таблице – это основа-
ние многогранника 

Разделения на части – это грани много-
гранника 

Применив раскраску на плоскости вот 
что получилось:

Раскрашивая эти карты, я рассуждал так:
Для тетраэра: условно я разделил его 

на две области: 
1.основание
2. область, состоящую из трех частей (по 

числу граней) примыкающих друг к другу. 
Очевидно, что здесь понаобятся 3 цвета.

Для куба: я разделил куб на три части: 
1. верхнее основание,

2.средняя часть, разделенная на четы-
ре части (по числу граней). Примыкающие 
друг к другу 

3 нижнее основание 
Здесь видно, что средняя часть разделя-

ет основания. То основания имеют один и 
тот же цвет. А средняя часть имеет четыре 
области примыкающие друг к другу, оче-
видно применим два цвета, но отличные от 
оснований. Следовательно, всего потребу-
ется 3 цвета.

Для октаэдра: я разделил его на две ча-
сти: Каждая разделена на четыре части по 
числу граней. Здесь понадобилось 2 цвета.

Для икосаэдра: разделил на три части, 
каждая разделена по числу граней соответ-
свенно своей части.

1 часть разделена на 5 частей по числу граней 
2 часть разделена на 10 частей по числу 

граней. Причем мне удобно было сохранить 
треугольную форму частей.

3 часть разделена на 5 частей по числу 
граней. 

Здесь мне понадобилось 3 цвета.
Для додекаэдра: четыре части:
1.часть верхнее основание 
2.часть разделена на 5 частей по числу 

граней 
3.часть разделена на 5 частей по числу 

граней 
4. часть нижнее основание 
Для раскраски мне понадобилось 4 цвета.
Для ответа на вопрос сколько красок по-

требуется для раскраски карт, изучив дока-
зательства и примеры решения задач, я вы-
делил следующие правила: 

Для плоскостной карты 
2 краски, если карта разбита линией 

прямой, волнистой, овалом, окружностями 
2 краски, если во внутренней вершине 

карты сходится четное число сторон(стран) 
(например раскраска паркетов: 4 стороны)

3 краски, если n разбиений четно (кон-
центрические окружности) и (нечетное чис-
ло стран при вершине) (например раскраска 
паркетов: 3 стороны, 5 сторон)

4 краски, если n разбиений нечетно (для 
концентрических окружностей) 

И если четное число стран при вершине 
4 и больше, то всегда 2 краски 

Для Многогранников:
2 краски – если в каждой вершине схо-

дится 4 ребра 
3 краски – если в каждой вершине сходится 3 

ребра, каждая грань имеет четное число сторон.
3 краски – если в каждой вершине схо-

дится нечетное количество ребер >3, и гра-
ни имеют нечетное число сторон 

4 краски – если в каждой вершине схо-
дится 3 ребра, грани имеют четное +нечет-
ное число сторон=нечетное число сторон.
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Применяя полученные знания. Я изго-

товил макеты многогранников. Для этого я 
сначала раскрасил их развертки.

Заключение
Раскрашивая контурную карту цветны-

ми красками я и не предполагал, что когда 
мне задали вопрос: « А хватит ли мне четы-
рех разных цветных карандаша для раскра-
ски карты, да так, чтобы границы смежных 
областей были раскрашены в разные цве-
та?», то передо мной приоткрылась дверь в 
неизведанный еще мне мир математики.

Для ответа на поставленный, казалось 
бы, очень простой вопрос, я подробнее по-
знакомился с теоремой о четырех красках. 
Начиная с ее истории возникновения и ее 
практического применения.

Раскрашивать карту четырьмя красками 
оказалось очень увлекательной задачей. По-
требовалось проявить максимум внимания 
и умение предвидеть результат на несколько 
шагов вперед. Найти оптимальные способы 
раскраски. И на практике применить полу-
ченные знания.

Не применяя каких-либо формул, я убе-
дился в правильности доказательства тео-
ремы. А именно: любую географическую 
карту на плоскости (или на глобусе) можно 
правильно закрасить четырьмя красками. 
При этом Раскраска карты называется пра-
вильной, если любые стороны, имеющие на 
карте общую границу, окрашены в разные 
цвета. Наши исследования наглядно ответи-
ли на этот вопрос. (У меня получилось рас-
красить карту Московской области, состоя-
щей из 41области, карту России). Также я 
сделал макеты правильных многоугольни-
ков и раскрасил их минимально возможным 
количеством цветов.

Продвигаясь вглубь своих исследова-
ний, я узнал, что картой может называться 
не только географическая, но и любая об-
ласть, разбитая на части, регулярным об-
разом примыкающие друг к другу. Что 
максимальное число стран, напрямую при-
мыкающих друг к другу, – 4.

Что есть карты, для раскраски которых 
достаточно 2-х, 3-х, 4-х красок.

Главное, она дала старт новому разде-
лу математики- Топологии – науке, изуча-
ющей устойчивые свойства предметов при 
любых деформациях без разрывов. Иначе 
ее называют пластилиновой геометрией, 
где чашка и бублик неотличимы друг от 
друга. С этим мне еще предстоит познако-
мится. С миром пространства и абстрак-
ции. И после этого, стоит ли задавать во-
прос: зачем нужна математика? 
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